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Resume 



We define a formal framework for the study of algebras of type Max-plus, Min-Plus, 

tropical algebras, and more generally algebras over a commutative idempotent semi-field. 

This work is motivated by the increasingly diversified use of these algebras which occur also 

in control theory, automata theory as well as in algebraic geometry, and in more specific 

ways in other parts of mathematics such as the theory of monoids. 

^^ ' In this first article, we expecially re-examine linear algebra over idempotent semi-fields : 

•^ I the most delicate, but undoubtedly the most interesting point is the notion of a singular 

point seen as a generalization of the notion of zero. We thus rediscover many notions of 

regularity already introduced for matrices, and this permits us to define further notions, new 

J^ ' in this context, such as that of the kernel of a Hnear form, and to apply duality to obtain a 

good notion of tropical dimension of a submodule. 

Keywords : Max-plus algebra, tropical algebra, idempotent semi-fields. 
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(3 ! 1 Introduction 

en 

r>^ , Nous definissons un cadre formel pour I'etude des algebres de types Max-Plus, Min-Plus 

O I etudiees en particulier par le groupe Max Plus ([ABG], [But]), des algebres sur le semi-anneau 

tropical ([Pin], [Sim94]) et plus generalement des algebres sur les semi-corps commutatifs idem- 
potents ([GM02], [Zar], [Zhu]) qui sont en fait les «corps» de caracteristique 1, comme nous le 
montrons ci-dessous. Nous donnons des definitions qui permettent de retrouver la plupart des 
/\ • notions introduites en algebre tropicale tout en redonnant les notions habituelles dans le cas des 

j^ . corps classiques. 

Ce travail est motive par I'utilisation de plus en plus diversifiee de ces algebres qui interviennent 
aussi bien en Theorie du controle ([CGQ99], [Plus]), en Informatique theorique ([Kro], [Sim88]), 
qu'en Geometric algebrique ([Izhl], [Izh2], [Mikl], [Mik2]) on de fagon plus ponctuelle dans 
d'autres parties des mathematiques (par exemple en Theorie des mono'ides avec des techniques 
de reduction en caracteristique 1 ([Cas], [Hee]) ). Son objectif est d'expliquer et de developper 
les analogies frappantes existant entre, par exemple, les resultats obtenus en algebre Max-Plus, 
parfois par des methodes d'analyse convexe, et I'algebre lineaire classique (voir : [DSS], [GGB], 
[CGQ04], [CGQ], [GK], [GP]...), ou encore entre les courbes tropicales et les courbes algebriques... 
Dans ce premier article, nous revisitons plus particulierement I'algebre lineaire sur les semi-corps 
idempotents : le point le plus delicat, mais le plus interessant sans doute, est la notion de point 
singulier vue comme generalisation de celle de zero. Nous retrouvons ainsi plusieurs des «regula- 
rites» deja introduites pour les matrices et ceci nous permet de donner des definitions, nouvelles 
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aans ce conTexte, comme ceiie au noyau a une lorme iineaire, et a utiiiser la auaiite pour oote- 
nir une bonne theorie de la dimension tropicale d'un sous-module, avec un theoreme de la base 
incomplete et un theoreme du rang. 

Nous utiliserons aussi, dans un article a suivre, ces idees pour mettre en relief la parentee entre 
les courbes tropicales et les courbes algebriques habituelles (il s'agit dans les deux cas de I'en- 
semble des «zeros» d'un polynome a deux variables) et obtenir de nouveaux outils algebriques 
pour I'etude de ces courbes. 

Remerciements. Je tiens a remercier tout particulierement Stephane Gaubert et Max Plus 
pour leur accueil, leurs encouragements et les discussions fructueuses sans lesquelles ce travail 
n'aurait pas ete possible. 

2 Quasi-corps 

Le but de cette section est de montrer que les semi-corps idempotents de I'algebre tropicale 
et les corps de I'algebre classique sont les deux facettes d'une meme notion, les quasi-corps, et 
que I'algebre tropicale est en fait I'algebre de la "caracteristique 1". 

2.1 Quasi-groupes 

Rappelons qu'un monoide est un ensemble muni d'une loi interne associative, admettant un 
element neutre. 

Un monoide G est VN-regulier si, pour tout x G G, x appartient a xGx (c.f. les anneaux reguliers 
au sens de Von neumann). 

On dira qu'un element x d'un monoide (G, *) est quasi-inversible s'il existe un element y de 
G tel que x*y*x = xety*x*y = y. On dira alors que x et y sont quasi-inverses I'un de I'autre. 
Un quasi-groupe est un monoide dont tons les elements sont quasi-inversibles. 
II est en particulier VN-regulier. 

Reciproquement un monoide VN-regulier est un quasi-groupe : si x*y*x = x en posant z = y*x*y 
on a en effet x*z*x = xeiz*x*z = z. 



1 - Remarque. Dans le cas commutatif y est alors unique et est appele le quasi-oppose de x 
(on le notera x*). 

En effet si on a (en notation additive), x + y + x = x, y + x + y = y, x + y' + x = x, et 
y' + X + y' = y' , il en decoule : y' + x = y' + x + y + x = y + x + y' + x = y + x, d'ou 
y = y + x + y = y' + x + y = y' + x + y' = y'. 

On definit de maniere naturelle les notions de sous- quasi-groupes et de morphisme de quasi- 
groupes. 

Deux elements x et y d'un monoide G sont orthogonaux (notation : x J- y) si x * z = x et 
y * z = y implique z = e, on e designe I'element neutre de G. On dira que (xi,X2) G G^ est une 
decomposition orthogonale de x G G si x = xi * X2 et xi _L X2. Dans le cas commutatif on notera 
3^ = a;i 0X2 pour indiquer que (xi,X2) est une decomposition orthogonale de x. 



2.2 Quasi-anneaux et quasi-corps 

Un quasi-anneau est un triplet {A, +, *) tel que {A, +) soit un quasi-groupe commutatif, * 
soit associative, distributive par rapport a +, et admette un element neutre, note 1 dans la suite. 

2 - Remarque. Un quasi-anneau est un semi-anneau qui est un quasi-groupe pour I'addition. 



jjans la suite on notera u i eiemem: neutre ae i aaaition a un quasi-anneau /i, et. e le quasi- 
oppose de 1. On aura done, pour tout x & A, x* = ex. 

Si A est un quasi-anneau, I'ensemble yl[Xj]jg/ des polynomes a coefficients dans A est aussi 
un quasi-anneau. 
Un quasi-anneau est simplifiable a droite si V(x, y, z) G A^, x * z = y * z => x = y. 

Un quasi-corps est un quasi-anneau {K,+,*) tel que (K*,*) soit un groupe (ou K* = 
K-{0}). 



3 - Exemple. Nous utiliserons plus particulierement dans la suite les deux quasi-corps suivants : 

Le semi-corps a deux elements, Fi = {0, 1}, muni de I'addition telle que soit element neutre 
et 1-|- 1 = 1. et de la multiplication habituelle, est un quasi-corps de caracteristique 1, isomorphe 
a I'ensemble des parties d'un singleton, muni de la reunion et de I'intersection. II est facile de 
verifier que c'est le seul quasi-corps fini de caracteristique 1... 

Le semi-corps des reels max-plus, T, soit sous la forme rencontree dans la plupart des ap- 
plications, M U {— oo} muni de la loi max comme addition et de la loi -|- comme multiplication, 
soit dans sa version, M+ muni de la loi max comme addition et de la multiplication usuelle, 
plus pratique pour conserver des notations algebriques generales (et plus facile a suivre par des 
non-specialistes) .. 

2.3 Caracteristique d'un semi-anneau 

Rappelons qu'un semi-anneau A se definit comme un anneau, en affaiblissant la condition 
(^4, -|-) est un groupe commutatif, en {A, +) est un monoide commutatif. 

Soit A un semi-anneau ; on definit H CN comme I'ensemble des entiers k tels que fc. 1-1-1 = 1. 



1 Proposition. // existe un unique n &N tel que H = nN. Get entier n est appele caracteristique 
de A (notation car{A)). 

L'unicite est evidente ; si H n'est pas reduit a {0}, soit n le plus petit element non nul de H : 
pour m G i/, on pent ecrire m = nk + r avec 0^r<n;deA;-|-l = l, on deduit par iteration 
nk.l -|- 1 = 1 ; de m.l -|- 1 = 1 on deduit alors 1 = r.l -|- nk.l -|- 1 = r.l -|- 1 et done r = par 
definition de n. 



4 - Remarque. Les semi-anneaux de caracteristique 1 sont les semi-anneaux idempotents (i.e. 
tels que x + x = x pour tout x). 

On dira qu'un semi-anneau A est de caracteristique pure p, s'il est de caracteristique p et 
que, pour tout x 7^ 0, {k + l)x = x implique que p divise k. 



2 Proposition, a) Tout semi-corps admet une caracteristique pure. 

b) Les semi-corps de caracteristique non nulle sont des quasi-corps. 

c) Les quasi-corps ayant une caracteristique p differente de 1 sont des corps. Les quasi-corps de 
caracteristique 1 sont les semi-corps idempotents. 



ije a) em ciair. 

b) Si K est un semi-corps et s'il existe p € N tel que p.l + 1 = 1, soit p.l = (avec p y^ 1) 
et il est facile de voir que K est alors un corps (de caracteristique p), soit p.l + 2.1 = 2.1 et 
par iteration p.l + p.l = p.l, d'ou, en multipliant par I'inverse de p.l, 1 + 1 = 1 et iT est un 
semi-corps idempotent et done bien un quasi-corps. 

c) Soit K un quasi-corps : 

il existe a tel que 1 + a -|- 1 = 1 done en posant /3 = 1 + a, on a /3 + /3 = /3, ce qui implique, 
puisque K est un quasi-corps, /3 = 0, et il est alors facile de verifier que K est bien un corps, ou, 
apres simplification, 1 -|- 1 = 1, et i<' est bien un semi-corps idempotent. 

5 - Remarque. Meme si K est un quasi-corps, I'anneau de polynome K[X] n'est pas simpli- 
fiable : si K est de caracteristique 1, (X + 1){X'^ + 1) = {X + 1){X'^ + X + 1). 
En particulier, il ne peut done pas se plonger dans un quasi-corps des fractions. 

Plus generalement, on a la : 

3 Proposition. Si A est un quasi-anneau de caracteristique 1, simplifiable, pour tout couple 
{x, y) G A^ tel que xy = yx, et tout entier n, on a : 

{x + yT = x" + y". 

En effet (x" + 7/")(x" + x'^'^y + ■■■ + xy""^ + y") = {x + yf"". 

2.4 Quasi-corps de caracteristique 1 et groupes ordonnes 

Un quasi-anneau de caracteristique 1 est ordonne par la relation : a ^ b si a + b = b. 
Un cas particulier tres important est celui des quasi-corps dont I'ordre associe est total. C'est en 
effet le cas de tous les quasi-corps introduits en algebre et geometric tropicale. On parlera alors 
de quasi-corps totalement ordonnes. 

Reciproquement, tout groupe totalement ordonne apparait comme le groupe multiplicatif d'un 
quasi-corps, I'addition etant donnee par a + b = max(a, b). II suffit en fait que le groupe ait une 
structure de treillis. 

2.5 Modules sur un quasi-anneau 

Un module a gauche sur un quasi-anneau A est un triplet (M, -|-, .) ou (M, -|-) est un quasi- 
groupe, et . une loi externe de ^ x M dans M, verifiant les proprietes suivantes : 

Va G A,\/b £ A, Vm G M, Vn G M, a.{b.m) = a*b.m, {a+b).m = a.m+b.m, a.{m+n) = a.m+a.n 
et l.m = m. 

Si M est un module libre de base B = (cj), x et y appartenant a M sont orthogonaux si et 
seulement s'ils ont des supports (relativement a B) disjoints. 

2.6 Points singuliers 

II est clair que I'ensemble des applications d'un ensemble E dans un quasi-groupe G, F{E, G) 
est muni d'une structure de quasi-groupe, par la loi / * ^f : x i — > /(x) * ^(x). 
Soit H un sous-quasi-groupe de F{E, G) et f £ H : on dira que x € £^ est un point singulier de 
/, relativement a H, s'il existe une decomposition orthogonale de / dans H, (/i,/2) € H^, telle 



que ji[^x) ei j2{X) soiem: quasi-inverses i un ae i autre. 

En particulier si f{x) = e, x est toujours un point singulier de / ( avec pour /i, / et pour /2 

I'element neutre de H). 

L'ensemble des points singuliers pour / relativement a H sera note singnif)- 

Si H = {0, /i,/2,/}, ou (/i,/2) est une decomposition reguliere donnee de /, on dira alors 

(/i, /2)-reguliere pour f/'-reguliere. 

Un point singulier pour un morphisme (resp : pour une application polynomiale) sera, sauf 
precision contraire, un point singulier relatif a l'ensemble des morphismes consideres (resp : des 
applications polynomiales). 
L'ensemble des points singuliers d'un morphisme / sera note Tker{f) (pour noyau tropical de 

/)• 

Dans le cas d'un morphisme / de modules ou de quasi-anneaux, on dira que / est regulier 
s'il est regulier en tout point different de 0, en tant que morphisme dans le quasi-groupe additif 
considere (i.e : Tker{f) = {0}). 

6 - Remarque. Dans le cas ou G est un groupe additif, les points singuliers de / sont ses zeros... 
Si / est un morphisme de groupes, Tker{f) est son noyau. 



2.7 Points *singuliers et zeros 

Si / est un morphisme d'un quasi-groupe E dans un quasi-groupe G, on pent definir une 
notion duale de celle de point singulier : on dira que u appartenant a E est un point *singulier 
de / G F{E,G), ou que / est *singulier en u, s'il existe une decomposition orthogonale de u 
dans £', w = ui 0^2, telle que f{ui) = f{u2)*. 

On notera Ker*{f), l'ensemble des points de E *singuliers pour / et on dira que / est *reguliere 
si elle est *reguliere en tout point different de I'element neutre de E. 

7 - Remarque. Si -E et G sont des groupes et / un morphisme de groupes, les points de E 
*singuliers pour / sont encore les elements du noyau et les deux notions coincident done. 

Dans le cas ou le quasi-groupe G est additif, on dira que u est un zero d'un morphisme / de 
E dans G, lorsque c'est un point *singulier de /. 

On dira de meme que x = (xj) G A^^' est un zero d'un polynome P G yl[Xj]jg/, sur un quasi- 
anneau commutatif A, si P est un zero (i.e. un point *singulier) pour le morphisme d'evaluation 
en X, P I — > P{x) (i.e. si Ton pent ecrire P = Pi 0-P2, avec Pi{x) = P2{x)*). 
Cette definition s'etend sans difhculte a un point de B^^>, ou B est une extension commutative 
de A, ou encore a un point d'une extension (non necessairement commutative) dans le cas a une 
variable. 

Ceci generalise done bien la notion habituelle de zero d'un polynome. 

En particulier G K^ est un zero de P G i^[Xj] si et seulement si le terme constant de P est 
nul. 

Les zeros d'un polynome a une variable P G ^[^], seront encore appeles racines de ce poly- 
nome P. 

Si X G ^ est un point singulier de I'application polynomiale P, x est une racine de P G ^[^], 
mais la reciproque est fausse, deux applications polynomiales Pi et P2 correspondant a deux 
polynomes orthogonaux, n'etant pas, en general, orthogonales. 
Cependant, sur le corps max-plus, T, on pent voir facilement que ces deux notions coincident : 



11 aumi ae voir que i mi ae aeux applications aennies par aes monomes aisTincTS esi i application 
nulle ; pour cela, on peut remarquer, si i ^ j, que OjX* ^ ajX^ pour tout x G M implique a, = 0, 
en faisant tendre x vers ou +(X) suivant les cas... 



3 Algebre lineaire sur les quasi-anneaux et les quasi-corps 

Dans cette section nous generalisons les principales notions de theorie des modules et des 
espaces vectoriels aux modules sur un quasi-corps. 
Cependant certaines des notions habituelles admettent plusieurs generalisations distinctes... 



3.1 Families libres, families generatrices, modules libres 

On definit comme habituellement les notions de families libres, generatrices, de modules 
libres... II faut toutefois remarquer qu'un module sur un quasi-corps n'est pas en general libre. 
Par exemple sur le quasi-corps Fi, un module libre de base E s'identifie a I'ensemble des parties 
finies de E ([Zhu]). 

4 Proposition. Toutes les base d'un module libre M sur un quasi-corps K ont meme cardinal. 
Ce cardinal sera encore appele la dimension de M . 



Ce resultat, bien connu en caracteristique differente de 1, se generalise facilement, puisque sur 
un semi-corps idempotent les elements d'une base sont des elements non nul ayant un support 
minimal. 

3.2 Groupe lineaire 

On peut montrer ([Zhu]) que le groupe lineaire sur le quasi-corps de caracteristique 1 a deux 
elements, Fi, Gln{Fi), est isomorphe au groupe des permutations Sn- 

Ceci provient du fait de I'unicite de la base d'un module libre (a I'ordre pres) sur le quasi-corps 
Fi. Les elements d'une base sont en effet les elements minimaux pour la relation d'ordre. 
Sur un quasi-corps K de caracteristique 1, les elements de deux bases distinctes sont deux a deux 
colineaires par minimalite du support... Gln{K) sera done forme des matrices admettant un et 
un seul element non nul sur chaque ligne et chaque colonne ("5„(^i^"). 



3.3 Families regulieres et *regulieres 

La notion de famille libre se revele trop forte en general. 
Elle correspond pour une famille (cj) a I'injectivite de I'application de A^^' dans F, 
(Aj) I — > X^ XiCi ; il est naturel d'affaiblir cette condition en une condition de regularity : on dira 
qu'une application lineaire est faiblement injective si elle est *reguliere (soit Ker*f = {0}). 
On dira qu'une famille {ei)i£i d'elements d'un module E sur quasi-anneau A est une famille 
reguliere (resp faiblement libre) si I'application de A^^> dans E, (Aj) i — > ^ AjCj est reguliere 
(resp faiblement injective). 



8 - Remarque. La notion d'application reguliere correspond, elle, a une notion de surjectivite 
faible... mais apres transposition : si */ est singuliere en I, la forme lineaire / est *singuliere en 
/ et done "nulle" sur Imf . On dira done qu'un application lineaire est faiblement surjective si 
le sous-module orthogonal (Imf)' des formes lineaires *singulieres sur Imf est reduit a {0} et 



qu un lamme {jij a eiemem; a un quasi-moauie rj est jmoiemeni generance si le sous-moame 
(Ylii^fi)' ^ orthogonal du sous-module engendre, est nul ( On pent voir facilement que, si E est 
un module libre, son orthogonal est reduit a {0}. Plus generalement une application lineaire entre 
deux modules libres est nulle si et seulement si elle est singuliere en tout point de E) 
Un sous-module F dont I'orthogonal dans le dual est nul sera dit dense. 

Une application lineaire / sera done faiblement surjective si et seulement si sa transposee est 
reguliere si et seulement si son image est dense. 



3.4 Matrices regulieres et *regulieres 

Soient E et F deux modules sur un quasi-anneau A. L 'ensemble des morphismes (ou appli- 
cations lineaires) de E dans F, L{E, F) est muni d'une structure de module. Si i? et F sont des 
modules libres de dimensions respectives n et m, L{E, F) est un module libre de dimension mn, 
isomorphe au module Mm,n{A) des matrices a m lignes et n colonnes, a coefficients dans A. 
On dira que C € Mm,niA) est une matrice reguliere (resp *reguliere) si ses colonnes forment 
une famille reguliere (resp *reguliere) de Mm,iiA). 
En appliquant les definitions, on obtient la : 

5 Proposition. Soit f une application lineaire du A-module libre de dimension n , E de base 
(ej)i<j<n dans le A-module libre de dimension m , de base {fi)i^i^m e.t M sa matrice par rapport 
a ces deux bases. M est reguliere (resp *reguliere) si et seulement si f Vest. 

Une matrice qui n'est pas reguliere (resp *reguliere) sera dite singuliere (resp *singuliere). 

6 Proposition. Une matrice *singuliere est singuliere. 

En effet, en notant Ai les vecteurs colonnes d'une matrice A, une relation non triviale 
J2i-i^XiAi = ^j^XjAj, ou /i, I2 sont deux parties disjointes de [l,n], donne immediatement 
une decomposition A = Ai^A2 telle que AiX = A2X, ou X est la matrice colonne des Xi 
(en posant Xj = pour i ^ h U I2), Ai est la matrice obtenue a partir de A en remplagant 
les colonnes Ai, i £ I2 par le vecteur colonne nul, et A2 la matrice complementaire obtenue en 
remplagant par le vecteur colonne nul les A^ pour i ^ 12- 

3.5 Determinant 

Soit K un quasi-corps commutatif. On definit la K-signature d'une permutation t € Sn par 
A:(r) = 1 si la signature de r est 1, A;(r) = e sinon. 
Le i^-determinant d'ordre n est alors le polynome 

det = 2^ A;(r)Xi_^(i) • • • X„^^(„) G K[Xij]i^ij^n- 
On dira qu'une matrice est d-singuliere lorsqu'elle est un zero du determinant. 
On pose det+ = EreA„ ^i,t(i) • • • Xn,T{n) ^ K[Xij]i^ij^n et 

On dira qu'une matrice A est D-singuliere si det+{A) = det-{A), c'est a dire si A est (det+, det_)- 
singuliere. ; si A est D-singuliere elle est done a fortiori d-singuliere, puisque c'est un zero du 
determinant.. 



y - jxemarque. ii est. ciair que sur un corps routes ces notions coinciaent avec la notion naoi- 
tuelle. 

En algebre tropicale le determinant est ce qui appele en general «permanent». 
La d-singularite correspond done en algebre tropicale a la regularity au sens de Butkovic (ou 
encore regularity tropicale ([But]). 

De meme la d-*singularite correspond a singularite au sens de Gondran-Minoux, ou G-M- 
singularite (cf. [GM 84]). 

II est connu que sur le semi-corps T, la notion de regularite au sens de Gondran-Minoux cor- 
respond a ce que nous appelons ici *singularite ([GB ]) et que la regularite au sens de Butkovic 
correspond a la regularite tropicale, qui n'est autre que la regularite au sens ci-dessus ([Izh3], 
[IR])). II est relativement aise de voir que les demonstrations donnees se generalisent a tout 
quasi-corps totalement ordonne... D'ou la : 

7 Proposition. Soit A G Mn{K) une matrice sur un quasi-corps de caracteristique 1, totale- 
ment ordonne, K . 

a) A est *reguliere si et seulement si elle est d-*reguliere. 

b) A est reguliere si et seulement si elle est d-reguliere. 

a) A est *singuliere signifie qu'il existe un vecteur colonne X non nul et une decomposition 
orthogonale de X, (Xi,X2), telle que AXi = AX2- Ceci correspond exactement au fait que les 
colonnes soient liees au sens de G-M et il est connu (la demonstration [GM 84 ] de se generalise 
sans probleme) que ceci est equivalent au fait que det+{A) = det^{A). 

b) La encore il suffit de voir que la notion de matrice reguliere correspond bien a celle de 
tropicalement reguliere qui equivaut sur un quasi-corps totalement ordonne a la d-regularite en 
reprenant la demonstration de Z. Izhakian ([IzhS]). 

Pour cela on pent generaliser la construction du "revetement" T du quasi-corps {M., max , plus) 

a un quasi-corps totalement ordonne, en posant par exemple T = K UU oil U est en bijection 

avec K par k i — > k avec les regies suivantes pour k et k' dans K : 

+ est commutative, k + k' = max{k, k') si k y^ k' ou k = k' = 0, k sinon, k + k' = k si k > k', k' 

sinon. x est commutative, coincide avec la multiplication sur K, verifie k x k' = k x k'. 

(L^ U 0, -|-, x) est isomorphe, par", a {K, -|-, x). 

A G Mn{K) est tropicalement singuliere s'il existe un vecteur non nul X G K^ tel que AX £ U^. 

Pour chaque ligne i, il existe done au moins deux indices distincts ji et ki tels que aij.Xj. = Oi^ki^ki 

soient maximaux et il sufRt de prendre pour Ai la matrice dont tons les coefficients sont nuls sauf 

les Oij; et pour A2 la matrice complementaire : on a bien ainsi AiX = A2X... Reciproquement, 

il est clair que si A est singulier en X, on a bien AX £ U (en calculant dans T). 

On pent remarquer que les matrices de determinant non nul, sont, en caracteristique 1, ca- 
racterisees comme suit : 



8 Proposition. Une matrice carre A a un determinant non nul si et seulement si elle est supe- 
rieure a une matrice S G G/„. 



II suffit de remarquer que detA est non nul si et seulement si I'un des produits ai,T(i) ' ' ' <^n,T{n) 
est non nul, et que ceci est vrai si et seulement si la matrice S dont les seuls coefficients non nuls 
sont les aj_^(j) est dans Gin- 



ment ordonne 

Soit maintenant K un semi-corps commutatif, idempotent et totalement ordonne. 



4.1 Noyaux et Dualite 

9 Proposition. Soit I G E* une forme lineaire sur un module lihre de dimension finie E. 
Tkerl = Ker*l est un sous-module de E. On notera plus simplement Kerl ce noyau. 



Soit B = {ei)i<^i<^n une base de E et L = (ai,- ■ ■ , an) la matrice de I dans cette base. II est 
facile de voir que, le corps etant totalement ordonne, x = Y^ XiCi appartient a Tkerl ou a Ker*l 
si et seulement si il existe (i, j); ^ 7^ J; tels que a^Xj = OjXj ^ a^Xk pour tout 1 ^ A; ^ n. 
On a done bien I'egalite des deux noyaux dans ce cas. 

De plus si X et y sont singuliers, soient {i.,j) et {r,s) deux couples tels que a^Xj = ajXj ^ atXk 
et arVr = dsUs ^ cikVk, pour tout 1 ^ A; ^ n. Si les deux couples ont des supports disjoints il est 
clair que ajXj + arVr = cljXj + Ogys ^ akXk + akHk pour tout 1 ^ A; ^ n, et que done, x + y est 
singulier. 
Les autres cas sont encore plus simples et en en deduit facilement le resultat. 

Pour une partie ^4 de ii^ on definit I'orthogonal A' de A, comme I'ensemble des formes lineaires 
singulieres sur A. 

Pour une partie B de E* on definit I'orthogonal de B, B^ comme I'intersection des noyaux des 
elements de B. 
On dira que A C E est fermee si {A')-^ = A. 



4.2 Rang Tropical d'une application lineaire et Dimension Tropicale d'un 
sous-module 

En remarquant qu'une matrice et sa transposee ont meme determinant, ce qui precede donne 
immediatement le corollaire suivant : 

1 Corollaire. a) Une matrice A € Mn{K) est done reguliere (resp. *reguliere) si et seulement 
si sa transposee Vest. 

b) Si E est un K-module lihre de dimension n, et f & L{E) est faiblement surjective, elle est 
aussi faiblement infective. 



II est naturel de generaliser la notion de famille faiblement generatrice, definie ci-dessus 
uniquement pour une famille faiblement generatrice d'un module libre E : 

Dans un module libre E, le sous espace faiblement engendre par une famille (/j) sera I'intersection 
des noyaux Ker*l des formes lineaires I € E* , *-singulieres sur J2^fi- 

Une base tropicale d'un sous-module F sera alors une famille reguliere et faiblement generatrice 
de F. On dira d'un sous-module qu'il est tropicalement libre s'il admet une base tropicale. 
Un sous-module tropicalement libre est done ferme. Nous etablirons la reciproque par la suite. 

On a alors (voir aussi [ACG] ) : 

1 Lemme. Une matrice A G Mp^n{K), p ^ n, est reguliere si et seulement si elle contient une 
matrice carree extraite d'ordre n, reguliere. 



11 em ciair que si /i em singmiere , louie les maTrices carrees exT:ran:es le seroni aussi. 
La demonstration se fait par recurrence sur n : pour n = 1, c'est clair. En supposant le resultat 
vrai pour n — 1, il existe done une matrice carree d'ordre n — 1 extraite des n — 1 premieres 
colonnes de A, reguliere. Soit (ii, • • • in-i) les rangs des colonnes de cette matrice extraite et B 
la matrice d'ordre (n — 1, n) extraite de A, dont les lignes sont celles de rangs (ii, • • • in-i)- On 
a done ^B = {Li^^ • • • , Li^_^). En considerant la forme lineaire qui a U = {ui, • • • Un), associe le 
determinant de la matrice (*i?,* V) onV = {ui-^, • • • , Uj^ J, est la matrice des composantes de U 
correspondant aux lignes de B, on obtient une forme lineaire non nulle sur i^", *singuliere sur 
les n — 1 premieres lignes de A. Comme A est reguliere, cette forme lineaire n'est pas *singuliere 
sur toutes les lignes de A et il existe done une ligne Lj„ telle que la matrice extraite de A, dont 
les lignes sont celles de rangs (ii, • • • in) est reguliere. 

10 Proposition. Soit E un K-module libre de dimension n. 

a) Toute famille faiblement generatrice a au mains n elements. 

b) Toute famille reguliere a au plus n elements. 

a) : soit (/j) une famille faiblement generatrice d'elements de E ayant k ^ n — 1 elements ; on 
pent supposer k minimal (il est clair que si n ^ 2 une famille a un element n'est pas faiblement 
generatrice) ; les fi sont alors non nuls ; la matrice A de la famille dans une base (cj) de E ne pent 
avoir de ligne nulle sinon il existe une forme lineaire non nulle, nulle sur tous les vecteurs de la 
famille. La forme lineaire y i — > det{fi, • • • , fk, e^+i, • • • , e„_i, y) est alors non nulle et singuliere 
sur tous les fi. 

b) : c'est immediat par dualite. 

10 - Remarque. On pent montrer aussi qu'une famille *reguliere d'un module libre de rang n, 
a au plus n elements. 

Ceci decoule (au moins dans le cas des reels max-plus) directement du theoreme de Cramer, et 
redonne cette propriete pour les families regulieres. 

On pent obtenir de plus un «theoreme de la base tropicale incomplete)) : 

1 - Theoreme. Toute famille reguliere {fi)i^i^p d'un module libre de rang n de base B = (ej) 
pent se completer en une base tropicale de E, en choisissant n— p vecteurs dans B. 



II existe une matrice extraite reguliere d'ordre k de A, la matrice dans la base B de la fa- 
mille (fi). En completant par les Cj correspondant aux lignes n'apparaissant pas dans la matrice 
extraite, on obtient une famille reguliere. 

De tout ceci, on deduit finalement la : 

11 Proposition. Soit F un sous-module tropicalement libre d'un module libre E de dimension 
finie n. Deux bases tropicales de F ont meme cardinal. Get entier est la dimension tropicale de 
F. 

Soit maintenant {fi)i^i^k une base tropicale de -F, (ej)i^j^„ une base de i? et A la matrice 
des composantes des fi dans la base (cj). D'apres la proposition precedente fc ^ n et si fc = n, la 
famille est tropicalement generatrice et done F = E. On pent done supposer k < n. 
On pent done choisir des vecteurs fk+i-, • • • ■, fn dans la base 5, tels que la famille {fi) soit une 
base tropicale de E. Si G est le sous-module engendre par les vecteurs fk+i-, • • • , /n, G est un 
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moauie iiore et r y;;;) lt esi aense aans ^. 

Si i9i)i<ii<:k' est une autre base tropicale de F, (ft)i^j^fc' U (/fc+i, • • • , fn) est une famille gene- 

ratrice et tropicalement libre de E ce qui implique k = k' . 

11 - Remarque. On peut definir plus generalement la dimension tropicale d'un sous-module F 
d'un module libre E de rang fini, comme le cardinal maximal d'une famille reguliere d'elements 
de F (notation : dimT{F)). 

Pour un module libre la dimension tropicale est bien entendu egale a la dimension. De plus cette 
definition de la dimension tropicale est coherente avec la definition de rang tropical d'une matrice 
donnee par Z. Izhakian : en effet si A est une matrice, le rang tropical de A est defini comme 
I'ordre maximal d'une matrice carree reguliere extraite de A. Or ceci est bien la dimension tro- 
picale de I'image de A. 

2 Lemme. Si (fi) est une famille reguliere maximale dans un sous-module F d'un module libre 
E de dimension n. Pour tout g (z E tel que la famille (fi) U (g) soit reguliere, il existe une 
forme lineaire *singuliere sur les fi et pas sur g. Le sous-module H tropicalement engendre par 
la famille {fi) contient done F . 

Si g est tel que la famille {fi) U {g) soit reguliere, on peut completer cette famille en une base 
tropicale de E par des fj pris dans une base -B, et la forme lineaire 

y I — > det{fi, ■ ■ ■ , fk,y, fk+i, ■ • • ) fn-i) serait *singuliere sur les fi et non *singuliere en g puisque 
la famille est reguliere. 

On en deduit que : 

12 Proposition, a) La dimension tropicale d'un sous-module F est aussi celle du module tro- 
picalement engendre. 

b) Les sous-modules ayant une famille finie tropicalement generatrice sont les sous-modules tro- 
picalement libres : toute famille reguliere maximale est une base tropicale. 

c) Plus generalement un sous-module F est tropicalement libre si et seulement si il est ferme. 

a) Si {fi) est une famille reguliere maximale dans F, par le theoreme de la base incomplete, on 
peut choisir une partie de la base B de E, completant la famille {fi) en une base tropicale de E. 
Le sous-module libre G ainsi construit est de rang n — k, onk est le cardinal de la famille {fi) ; il 
est en somme direct e avec F ( si / G Fn G etait non nul, la famille {fi)U {f) serait reguliere...). 
II est alors, d'apres le lemme precedent, en somme directe avec le sous module H tropicalement 
engendre par F. On en deduit immediatement que le rang tropical de H est encore k. 

b) et c) Si F = H, {fi) est done une base tropicale de F. 

On obtient une caracterisation des sous-modules tropicalement libres : 

13 Proposition, a) Les sous-modules tropicalement libres sont les intersections finies de noyaux 
de formes lineaires. 

b) Si f est une application lineaire entre deux modules libres de dimensions finies E et F , Tkerf 
est un sous-module tropicalement libre de E. 

a) Par dualite il est clair que F', I'ensemble des formes lineaires *singulieres sur F, est tro- 
picalement libre et si F est tropicalement libre, il est alors egal a I'intersection des noyaux des 
elements d'une base tropicale de F' . 
Reciproquement, I'intersection des noyaux d'une famille {k) du dual de E est I'orthogonal du 
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sous-espace engenare ei esi aonc tropicaiemem; iiore. 

b) Tkerf est I'intersection des noyaux des formes lineaires pi o /, ou les pi sont les formes coor- 

donnees d'une base de F. 

Pour les applications lineaires, ceci donne un theoreme du rang : 

2 - Theoreme. Soit f une application lineaire entre deux K -modules libres, de dimensions finies, 
E etF. 
On a : 

dimE = rgxif) + dimr(T/cer/) 

oil rgxif) = dirxiT (Imf) est le rang tropical de f. 

Pour ceci on considere un «supplementaire tropical» G de Tkerf (obtenu en completant une 
famille reguliere maximale de Tkerf en une base tropicale de E , avec des vecteurs pris dans 
une base de E) . La restriction g de f a G, est alors une application du module libre G dans F 
d'image Imf. De plus elle est clairement reguliere et on a done bien dimG = dim.T Imf . 
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